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Abstract
It is very important to define a constitutive model in order to describe mechanical behaviors of concrete material un-

der multiaxial forces. This paper proposes a novel potential function which can be used in constitutive law for a wide 
category of ductile and brittle and pressure-sensitive materials. This novel potential function permits the possibility 
of transition between most forms of existing associated yield surface of quasi-brittle materials (concrete) and ductile 
materials (steel). In this research, the potential function is generalized to several associated functions with failure 
criteria, such as Drucker-Prager, Tresca, Modified Tresca, Mohr-coulomb, Von-Mises, Rankin, and others. Also, the 
convexity and smoothness of plasticity surface of this function are investigated. Then a tri-axial elasto-plasto-fracture-
damage constitutive law for the modeling of concrete is presented. It’s determined that the constitutive model is suit-
able enough for three-dimensional structural applications and it seems to have a high ability to reasonably predict the 
response of concrete beams, walls and columns and other semi-brittle elements under cyclic loading.

Keywords: Constitutive Law; Potential Function; Elasto-Plastic-Damage-Fracture; Plastic theory; Fracture me-
chanics; Damage theory.
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چکیده 
تعریف یک مدل مشخصه جهت تشریح رفتار مکانیکی مصالح بتنی تحت اثر نیروهای چند محوره بسیار حائز اهمیت می‌باشد. 
مقاله حاضر یک تابع پتانسیل نوین را با قابلیت استفاده در قانون مشخصه برای گروه وسیعی از مصالح شکل‌پذیر، ترد و حساس به 
فشار پیشنهاد می‌دهد. این تابع پتانسیل جدید احتمال تبدیل اغلب فرم‌های سطح تسلیم مرتبط و موجود برای مصالح نیمه ترد 
)بتن( و مواد شکل‌پذیر )فولاد( را فراهم می‌آورد. در این پژوهش، تابع پتانسیل به چندین تابع مرتبط با معیارهای گسیختگی همچون 
دراکر- پراگر، ترسکا، ترسکا اصلاح شده، موهر کولمب، فون میزس، رانکین و... تعمیم داده شده است. همچنین تحدب و صافی سطح 
پلاستیسیته این تابع نیز بررسی می‌شود. در ادامه یک قانون جایگزین آسیب- شکست الاستوپلاستیک سه محوره برای مدل‌سازی 
بتن ارائه خواهد شد. مشخص شد که مدل مشخصه به اندازه کافی برای کاربردهای سازه ای سه بعدی مناسب بوده و به نظر می‌رسد 
بارگذاری‌های  ترد تحت  نیمه  المان‌های  بتنی و دیگر  تیرها، دیوارها و ستون‌های  پاسخ  بینی منطقی  برای پیش  بالایی  توانایی  از 

چرخه‌‌ای برخوردار است. 

کلمات کلیدی: قانون مشخصه، تابع پتانسیل، آسیب- شکست الاستوپلاستیک، تئوری پلاستیسیته، مکانیک‌های شکست، تئوری 
آسیب.
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1- مقدمه
برای تشریح ریاضی پاسخ مصالح تحت تنش‌های متفاوت، لازم است رفتارهای مکانیکی مصالح بتنی به کمک یک قانون مشخصه 
طبقه بندی شود که تابعی را به‌منظور توصیف روابط میان تنش و کرنش تعریف می‌نماید. تاکنون تعدادی از قوانین مشخصه جهت 
مدل‌سازی رفتار مصالح نیمه ترد و بتن در بسیاری از مطالعات گذشته پیشنهاد شده است]1-13[. این مطالعات حاکی از آن است 
که یکی از معایب مدل‌های پشنهاد شده، ترک موجود و متعاقبا توصیف ریاضی آن ترک است. به‌منظور حل این موضوع، محققان از 
ترکیب مکانیک‌های شکست و تئوری الاستوپلاستیک استفاده کردند که البته نتایج امیدوارکننده‌ای را در برداشته است]17-14[. 
ضعف اصلی این مطالعات آن است که برخلاف رفتار قابل قبول در برابر فشار، در پیش بینی رفتار در برابر کشش ضعیف هستند. 
مکانیک‌های  اگر  نیستند]18[. حتی  آزمایشات  در  انتظار  مورد  نزول سختی  تعیین  به  قادر  عبارت دیگر مدل‌های پلاستیسیته  به 
شکست برای توصیف رفتار ترک مفید باشند، جهت توصیف تغییرشکل پلاستیک ایجاد شده در نتایج تجربی عملکرد ضعیفی خواهند 
داشت]19-21[. از این رو، تلفیق تئوری الاستوپلاستیک با مکانیک‌های آسیب به دلیل حصول نتایج قابل قبول برای پیش بینی رفتار 
مکانیکی مصالح بتنی بیشتر مورد استفاده قرار گرفته است]22-25[. لازم به ذکر است که نقص عمده مدل‌های آسیب آن است که 
برای تعریف تغییرشکل‌های غیر قابل بازگشت و انبساط حجمی‌غیرالاستیک در برابر فشار به اندازه کافی مناسب نیستند]30-26[. 
استانداردی جهت  رویکرد  مکانیک-های شکست  و  پلاستیک  الاستو  الاستیک،  آسیب‌های  بر  مبتنی  قوانین مشخصه  کلی،  به‌طور 
توصیف رفتار مصالح نیمه ترد در هنگام درنظرگیری مکانیک پیوسته می‌باشند. اساساً در همه این مطالعات قوانین مشخصه آسیب 

الاستیک خالص، الاستوپلاستیک خالص و یا شکست الاستیک خالص جهت توصیف رفتار مواد نیمه ترد، رضایت بخش بودند. 
هدف اصلی مطالعه حاضر ارائه یک قانون مشخصه جدید سه بعدی و غیرخطی است که قادر به ارائه روابط حاکم میان تنش و 
کرنش با تلفیق تئوری الاستوپلاستیک، مکانیک‌های شکست و قانون ترمودینامیک مبتنی بر تئوری آسیب است. از سوی دیگر، درک 
رفتار مصالح همچون شرایط جریان، خرابی، چگونگی ایجاد ترک و شکست از جمله عواملی هستند که در تشکیل مدل پایه بسیار 
حائز اهمیت می‌باشند. اخیراً بسیاری از محققان توابع پتانسیل ترکیبی متفاوت را برای ایجاد قوانین مشخصه خود اتخاذ نموده‌اند. 
هدف این مقاله یافتن یک تابع پتانسیل کلی نوین با قابلیت ارزیابی رفتار مصالح در حالات متفاوت می‌باشد. رفتار مواد نیمه ترد تحت 

شرایط نا مقید و مقید را می‌توان به کمک قانون مشخصه حاصل از این تابع پتانسیل جدید تشریح نمود.
 

2- مبانی نظری قانون مشخصه
الگوریتمی‌جهت تعمیم یک قانون مشخصه جدید پیشنهادی براساس ترمودینامیک، توسعه یافته است. در مطالعه حاضر، روابط 
ریاضی براساس انرژی آزاد هلمهولتز1 توسعه می‌یابند. نکته مهم جهت استفاده از ترمودینامیک برای بتن آن است که جایگزینی 
الزامی‌است]31[. در نظریه آسیب- شکست   ε‌ij تانسور کرنش  با  تغییر حجم مخصوص  σij و همچنین  تانسور تنش  با  نقش فشار 
الاستوپلاستیک )EPDF(2 برای ساده سازی لازم است چند متغیر کینماتیک داخلی مربوط به اشکال پیچشی در نظر گرفته شود. 
انرژی آزاد هلمهولتز به صورت                                        مطرح می‌گردد. لازم است قانون مشخصه EPDF نامساوی کلاسیوس- 

دوهم3 را ارضا نماید. این نامساوی به‌صورت زیر بیان می‌گردد:
 

1 Helmholtz
2 Elasto-Plastic-Damage-Fracture
3 Clausius-Duhem
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)1(

لازم به ذکر است که اتلاف مکانیکی EPDF مربوط به انرژی آزاد هلمهولتز را می‌توان به سادگی نوشت. براساس رویکرد ارائه 
شده در]32[ مجموعه‌های ترمودینامیکی مزدوج مربوط به نیروهای EPDF (Aк) و شارهای       EPDF عبارت است از]32[:

)2(

بنابراین نامساوی کلاسیوس- دوهم مربوط به انرژی آزاد هلمهلتز به صورت                               تغییر می‌یابد. همچنین این 
بیان که در صورت صفر بودن کلیه نیروها، کلیه شارها نیز صفر خواهد بود، منطقی به نظر می‌رسد )اگر                            (. در 
مطالعه حاضر از رویکرد پتانسیل به‌منظور دریافت قوانین تکاملی EPDF برای      و براساس ارضای اتلاف مکانیکی EPDF مربوط 
به انرژی آزاد استفاده می‌شود]32[. با توجه به رویکرد فوق الذکر دو پدیده پتانسیل جهت تعریف قانون مشخصه EPDF بتن مسلح 
مورد نیاز است]31[: اولین مورد پتانسیل انرژی آزاد هلمهلتز و مورد دوم سطح تسلیم است. بنابراین رابطه )3( بیانگر تخمین قانون 

مشخصه EPDF بنیادی به صورت زیر می‌باشد:

)3(

هنگامی‌که مصالح بتنی تحت بارگذاری‌های چرخه‌ای همچون زلزله قرار می‌گیرند، به شکل افزایشی قانون مشخصه EPDF برای 
تحلیل غیرخطی مورد نیاز است. بنابراین رابطه )3( با استفاده از تحلیل المان محدود غیرخطی به شرح ذیل تغییر می‌یابد:

)4(

برای اعمال ضریب پلاستیک        به سه رابطه زیر نیاز است:

)5(
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لازم به ذکر است که شرط سازگاری پلاستیسیته                        می‌باشد. فرض می‌شود که کرنش نیز شامل کرنش‌های الاستیک، 
پلاستیک، آسیب و شکست است.

 
)6(

از طرفی انرژی آزاد هلمهولتز از چهار بخش متفاوت براساس انرژیهای الاستیک، پلاستیک، آسیب و شکست تشکیل شده است:

)7(

)8(

که در رابطه فوق:

3- یک تابع پتانسیل نوین
از مختصات واحد در حالت تنش‌هایگ- وسترگارد4 جهت تشکیل توابع پتانسیل براساس نامتغیرهای تنشی استفاده می‌شود]18[. 
یک محدودیت کلیدی این رویکرد، محدودیت تحلیل برای رفتار همسانگرد است. بنابراین، در بیان‌هایگ- وسترگارد از مکان تسلیم 

استفاده شده و سه مختصات واحد مربوطه شامل ξ، ρ و θ به صورت]19[ مشخص می‌شود:

)9(

که در رابطه فوق IIT،‌IT و IIIT نامتغیرهای اساسی تانسور T هستند. تابع پتانسیل با استفاده از رابطه زیر قابل محاسبه خواهد بود:
)10(

)11(

 ϕpl2 وابسته به فشار هیدرواستاتیک بوده و ϕpl1 است. بنابراین ϕpl2 و ϕpl1 شامل دو تابع )ϕpl( که تابع پتانسیل پلاستیک
بیانگر تابع پتانسیل در صفحه انحرافی است. به‌منظور ایجاد تابع پتانسیل جدید براساس یافتههای تجربی در ادبیات فنی، لازم است 

شرایط زیر ارضا شود:
1- بیان تابع پتانسیل باید بر روی سطوح و نصف النهار نمایش داده شود.

2- سطح مقطع تابع پتانسیل باید همواره عمود بر محور هیدرواستاتیک باشد. 
4 Haigh-Westergaard
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3- مقاطع تابع پتانسیل عمود بر فشار هیدرواستاتیک باید دارای تقارن سه برابری باشد. 
4- یافته‌های آزمایشگاهی نشان می‌دهد که منحنی‌های تابع پتانسیل روی سطح انحرافی دارای خصوصیات زیر هستند:

الف- سطح تابع پتانسیل باید همواره مسطح باشد.
ب- سطح تابع پتانسیل حداقل برای حالت تنش فشاری محدب است.

تابع پتانسیل به اولین نامتغیر تانسور تنش I1 به علاوه دومین و سومین نامتغیر تانسور تنش انحرافی )IIS و IIIS( وابسته است. 
در سطح انحرافی، شعاع فشار بزرگتر از شعاع کشش می‌باشد. از طرفی بارگذاری خالص فشار هیدرواستاتیک منجر به شکست نخواهد 

شد.

ϕpl2 1-3 تولید تابع
در این بخش با استفاده از مفهوم تحدب، تابع ϕpl2 بین حدود بالا و پائین تولید می‌شود.

 1-1-3 حد بالا
در صورتی که رابطه مربوط به حد بالایی در مختصات قطبی )شکل 1( بازنویسی شود:

)12(

2-1-3 حد پائین
اگر رابطه حد پائین در مختصات قطبی بازنویسی شود، این رابطه به صورت زیر ارائه می‌گردد )شکل 1(:

)13(

مقاطع عرضی تابع پتانسیل عمود بر فشار هیدرواستاتیک باید دارای تقارن سه گانه باشند، بنابراین:

)14(

این رابطه به‌عنوان فرم تابع پتانسیل مربوطه )تک، مسطح( تعریف می‌شود. خصوصاً شکل مربوط به بخش انحرافی به وسیله aj و 
bj فرموله می‌گردد:

)15(

در رابطه فوق حدود تغییرات aj و bj در بازه است. 

شکل 1: بیانی از حدود تحدب
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شکل 2 بیانگر تشکیل تابع ϕpl2 با فرض مقادیر 2/58 و 1/29 برای پارامتر aj می‌باشد. 
 

 الف: aj با حد 1/29  ب: aj با حد 2/58

ϕpl2 شکل 2: تشکیل تابع

ϕpl1 2-3 تشکیل تابع
براساس رابطه )10(، تابع ϕpl1 وابسته به نامتغیر اول تانسور تنش و تابع کشش هیدرواستاتیک است که در شکل گیری آن از 

دو تابع فرعی استفاده می‌شود:
تحلیل سطح تابع پتانسیل در سطح نصف النهار حاکی از آن است که سطح تابع محدب است. بنابراین یکی از توابع فرعی را می‌توان 
به صورت معادله یک بیضی در نظر گرفت. جهت ایجاد حساسیت نسبت به فشار، تابع فرعی دیگر باید به‌عنوان یک تابع چندجملهای 
با دو جمله در نظر گرفته شود که سادهترین حالت آن به صورت خطی است. برای تشکیل یک تابع نصف النهار، رعایت شرایط زیر 

در رابطه با این تابع الزامی‌است:
1- تخمین یک خط مستقیم

2- برآورده ساختن شرایط تحدب
3- برآورده ساختن شرایط مسطحی 

بدین منظور لازم  باشد.   AiI1 عبارتی  به  یا   I1 از  تابعی  باید  بنابراین  فشار هیدرواستاتیک:  بر روی محور  بودن  مقیاس‌پذیر   -4
قرار  فشار هیدرواستاتیک  روی محور  بر  باید  الزاماً  نقطه مذکور  تعریف شود.  ایمنی،  نقطه  عنوان  با  تنش  در حالت  نقطه‌ای  است 
 داشته باشد، بنابراین لازم است ϕpl1 تابعی از )           ( باشد. در صورتی که نقطه مذکور دارای ابعاد ) ( باشد، آنگاه عبارت

                 به                    تبدیل می‌شود. در نتیجه لازم است سطح تابع پتانسیل در اطراف نقطه مذکور تعریف گردد. 
5- الهام‌گیری از شکل یک بیضی: تابعی براساس تابع بیضوی در سطح محور فشار هیدرواستاتیک و شعاع تنش انحرافی تشکیل 

می‌گردد. 

)16(

6- قادر به ایجاد ویژگی تقارن میان نواحی فشار و کشش: یا به عبارتی قادر به ارضای خصوصیت عدم تقارن باشد )بدین منظور 
لازم است عبارتی از درجه Ci تعرف شود تا میزان تورب کنترل گردد(. 

)17(
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7- قادر به کنترل حساسیت در نواحی فشاری و کششی

)18(

در رابطه فوق Di متغیری برای کنترل حساسیت فشار، Ai و σs مقاومت تحت فشار یا کشش ایزوتروپیک است. اعوجاج بخش 
نصف‌النهار به کمک Bi و Ci تعریف می‌شود که:

شکل 3 اثرات مربوط به تغییرات پارامترها را نشان می‌دهد. 

3-2-1 توابع سخت شوندگی و نرم شوندگی
تابع کرنشی سخت/نرم مربوط به بتن در طول بارگذاری پلاستیک )از سطح تسلیم تا تخریب( قادر به شبیه سازی شرایط و شکل 
سطح بارگذاری است. این تغییرات به کمک یک پارامتر کرنشی سخت، ،     که به‌طور معمول معادل با طول بردار کرنش پلاستیک 
است، کنترل می‌گردد.             بیانگر تابع سختی سخت شوندگی بر مبنای کرنش حجمی‌پلاستیک بوده که موقعیت و شکل سطح 
بارگذاری در طول فرآیند سخت شوندگی را محاسبه می‌نماید. مهمترین پارامترهای مربوط به سخت شوندگی و نرم شوندگی شامل 

شکل 3: بخش نصف النهار: اثرات مربوط به تغییر پارامترها
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کرنش برشی پلاستیک، کرنش حجمی‌پلاستیک، انرژی شکست و کار پلاستیک می‌باشد. تابع سختی مربوط به سخت‌شوندگی عبارت 
است از:
)19(

در رابطه فوق к برابر است با:

)20(

به‌منظور تطبیق و کالیبره ساختن مقدار اولیه کرنش حجمی‌پلاستیک، به‌طور نسبی فرض می‌شود که در نقطه تنش حداکثر، مانند 
مقاومت فشاری نهایی، حجم تنها ناشی از کرنش‌های شکست و آسیب بوده و بنابراین مجموع کرنش حجمی‌الاستیک و پلاستیک 

صفر است. از این رو کرنش حجمی‌پلاستیک مشابه با مقاومت نهایی بتن در برابر کرنش حجمی‌الاستیک است.

)21(

پارامتر جهت محاسبه شکل و موقعیت سطح بارگذاری در طول فرآیندهای نرم‌شوندگی تعریف شده که از کرنش حجمی‌پلاستیک 
ایجاد و به صورت زیر مطرح می‌گردد:

)22(

در رابطه فوق кs عبارت است از:

)23(

3-3 تشکیل توابع پتانسیل آسیب
پتانسیل آسیب ϕda با استفاده از مجموع دو سهم تعریف می‌گردد؛ اولی ارزیابی معیار آسیب بدون ترکیب با پلاستیسیته را در 

نظر می‌گیرد که شامل معیارهای خردشدگی و ترک خوردگی است:
	)24(

 	)25(
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شکل 4: تابع سخت شوندگی مربوط به پتانسیل آسیب 

Pc و Pt اسکالرهای وزنی بوده که تاثیر آسیب بر تغییرشکل فشاری و کششی را تنظیم می‌کنند. فرض اساسی آن است که در 

مقدار تنش‌های نسبتاً کوچک پدیده‌های غیر قابل بازگشت همچون ترک‌هایی در مقیاس میکرو رخ داده که علاوه بر کاهش تانسور 
سختی منجر به کرنش‌های برگشت ناپذیر نیز می‌شود. عبارت دوم، ϕda2، بیانگر پتانسیل آسیب حجمی‌که تنزل بهنگام را در زمان 
بارگذاری مواد نیمه ترد در امتداد محور هیدرواستاتیک محاسبه می‌کند. این تابع بیانگر یک کلاهک حجمی‌بوده که به متغیر مزدوج 
داخلی حجمی‌تبدیل می‌شود. در این تابع پتانسیل ϕda2، برای متغیر مزدوج داخلی حجمی‌می‌توان مشاهده کرد که با افزایش درجه 
چگالی، کلاهک به سمت بینهایت حرکت می‌کند. این تابع از مدل‌های کلاهک بیضوی الهام گرفته شده است]33[ براساس نتایج 

تجربی در سال 1978 ، متغیر مزدوج حجمی‌داخلی به صورت زیر قابل تعریف است]34[: 
)26(

تنش  و             حد  پارامتر  تراکم  a حداکثر درجه  تراکم،  نرخ   D بعدی همسانگرد،  آسیب حجمی‌سه  فوق،     رابطه  در 
هیدرواستاتیک )شکل 5( است. 

 

شکل 5: حد تنش هیدرواستاتیک فشاری

3-4 تشکیل توابع پتانسیل شکست
3-4-1 مفهوم مکانیک‌های شکست

تابع پتانسیل شکست تحت تاثیر انرژی شکست، طول مشخصه و فاکتورهای شدت تنش بحرانی در سه حالت شکست KII، KI و 
KIII )شکل 6( قرار دارد. استفاده از ϕfr مربوط به شکست مود ترکیبی سه بعدی روشی مؤثر برای تحلیل انتشار ترک در مواد نیمه 
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ترد با فضای گسترده می‌باشد]35[ )شکل 7(. رابطه زیر، بیان ریاضی معیار شکست مود ترکیبی را ارائه می‌دهد:
)27(

در رابطه فوق KI فاکتور شدت مود بازشوندگی، KII فاکتور شدت مود برش صفح‌های، KIII فاکتور شدت مود پاره شدگی، KIC چقرمگی 
شکست،                                     مقادیر ثابت هستند. بنابراین، تابع پتانسیل مشخصه برای درنظرگیری رفتار شکست عبارت است از:

)28(

اگر تنش کششی حداکثر همواره عمود بر سطح ترک باشد، رابطه قبل را می‌توان به صورت زیر بازنویسی کرد]36[:

)29(

GF انرژی شکست مربوط به مدل ترک چسبنده بوده و معادل با 2/5‌Gf می‌باشد. λch و λ1 به ترتیب مشخصه شکست و طول مسیر 

خطی هستند. 

)30(

لازم است این تابع به حالت تنش تبدیل شود.

شکل 6: شکل سه مود شکست

شکل 7: هندسه، بارگذاری و شرایط قیود نمونه‌ها در هنگام وقوع سه مود شکست]28[
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4- قانون مشخصه EPDF برای مصالح نیمه ترد براساس تابع پتانسیل جدید 
جهت توصیف مصالح نیمه ترد در حالت فشار، این نوع از تابع پتانسیل انتخاب شده است. این نوع تابع پتانسیل به سادگی قابل 
مدیریت بوده و دارای کیفیت مدل‌سازی مناسب حداقل برای بارگذاری نسبی تک یا دو محوری است. به‌منظور ارزیابی قانون مشخصه 

مصالح نیمه ترد، لازم است وجه تمایز این تابع با توجه به موارد زیر مشخص گردد:

)31(

)32(

 در روابط فوق        معرف تانسور مرتبه چهارم متقارن بوده و برای کلیه تانسورها، پارامتر A به صورت                     
 تعریف می‌گردد]29[. از طرفی       عمود بر I و S می‌باشد. 

)33(

)34(

به‌منظور تشخیص بهتر پاسخ EPDF، روابط مربوط به نرخ مماسی استخراج شده‌اند که با قوانین کلی توسعه یافته فوق‌الذکر مرتبط 
هستند. رابطه )35( بیانگر رابطه میان نرخ کرنش کلی   و تنش کلی    است:

)35(

که                    و      نرخ کرنش شکست بوده که می‌تواند در روش معمول حذف شود. در واقع ترکیب سازگاری شکست با رابطه 
)35( منجر به شکل گیری روابط زیر می‌گردد:

)36(

)37(

)38(

)39(

 نرخ کرنش پلاستیک بوده که در روش متداول قابل حذف است. به عبارتی ترکیب سازگاری پلاستیک با رابطه )39( روابط )40(-
)42( را به دنبال خواهد داشت:

)40(

)41(

)42(

نهایتاً      ، نرخ کرنش آسیب بوده که می‌تواند در روش معمول صرف نظر گردد. از طرفی ترکیب سازگاری پلاستیک با رابطه )42( 
نتیجه می‌دهد که:
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)43(

)44(

)45(

5- کالیبراسیون پارامترها
چندین پارامتر از مدل کامل مصالح را می‌توان به کمک آزمایشات متعدد ارزیابی نمود )جدول 1(.

جدول 1: کالیبراسیون پارامترها

انرژی 
داخلی

Eϑfcftεctε

18/47 GPa0/1826/5 MPa2/8 MPa0/0025370/0003

پارامتر 
پتانسیل

AiBiCiDiajbjcd

000/5

ntnctωcωPcPt
υαDa

3/52/50/10/10/50/50/0215/530/08

معیار 
شکست

GfGFλch1λ123α 123β123γ123ξ

82/998207/497488/797195/5151/162/090/870/6255

5-1 انرژی داخلی
 E معرف مدول یانگ اولیه )شکل 8( بوده که برای نمونه‌های بتنی با وزن نرمال از رابطه )46(، نمونه‌های بتنی سبک از رابطه 

)47( و نمونه‌های بتنی با مقاومت بالا از رابطه )48( به دست می‌آید]30[: 

)46(

)47(

)48(

در روابط فوق، υ نسبت پواسون و fc مقاومت فشاری برابر با مقدار میانگین مقاومت تک محوره تحت فشار بوده که به وسیله آزمایش تراکم 
سیلندر تخمین زده می‌شود]f‌t .]14 مقاومت کششی و εc کرنش خردشدگی در صورت رسیدن به مقاومت فشاری بوده )شکل 9( که برای 

نمونه‌های بتنی با وزن نرمال، نمونه‌های سبک و نمونه‌های با مقاومت بالا به ترتیب از روابط )49(، )50( و )51( حاصل می‌گردد]30[: 
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)49(
)50(
)51(

)E( شکل 8: تخمین مدول یانگ اولیه

 )εc( شکل 9: تخمین کرنش فشاری

6- تشکیل توابع تسلیم شناخته شده به کمک تابع پتانسیل جدید
توابع تسلیم شناخته شده و یا معیارهای تسلیم کلاسیک را می‌توان با ایجاد تغییر در پارامترهای تابع پتانسیل جدید، تولید کرد. 
این تابع پتانسیل قادر است به کلیه معیارهای تسلیم یا گسیختگی تبدیل شود. اصولاً معیارهای گسیختگی به چند گروه تقسیم بندی 
شده که از تغییر پارامترهای تابع پتانسیل جدید، حاصل می‌گردند. در جدول 2 پارامترهای مبدل تابع پتانسیل جدید به برخی از 

توابع تسلیم شناخته شده، ارائه شده است. سایر پارامترها در منابع]37-41[ موجود می‌باشند.
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جدول 2: تابع پتانسیل مرتبط با سطح تسلیم به‌عنوان موارد خاص تابع پتانسیل جدید

توابع پتانسیل 
کلاسیک

ترسکا

فون میسز

رانکین

موهر-کولمب

دراکر-پراگر
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برسلر و پیستر5

اتُسن6

هِسیه7

کام-کِلی8 اصلاح 
شده

5 Bresler and Pister
6 Ottosen
7 Hesieh
8 Modified Cam-Clay
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7- تحلیل تجربی
در مطالعه حاضر، کاربرد و میزان تطبیق مدل مشخصه پیشنهادی با نتایج تجربی ارائه شده توسط سایر محققان، صحت سنجی 
شده است. در این بخش ابتدا تابع پتانسیل ارائه شده به همراه معیارهای تسلیم و خرابی با نتایج تجربی تطبیق داده شده و نتایج 
مربوط به پارامترها بر مبنای خصوصیات بتن و نتایج تجربی به دست آمده است. مدل پیشنهادی در محیط سه محوره و تک محوره 

نسبت به نتایج تجربی ارزیابی شده است. 

جدول 3: پارامترهای بتن برای آزمایش تجربی]42[

نسبت تنش شکست به تنش حداکثرسختی اولیهکرنش متناظرتنش فشاری حداکثر پارامتر

400/002400000/2مقدار

شکل 10: مقایسه مدل پیشنهادی با تنش-کرنش فشاری لرزه ای حاصل از مطالعه تانیگائو9 

9 Tanigao
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شکل 11: منحنی‌های تنش-کرنش تک محوره تحت اثر تنش‌های فشاری و کششی
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الف- بارگذاری فشاری 

ب- بارگذاری کششی

شکل 12: منحنی‌های تنش-کرنش بتن با مقاومت فشاری 46/9 مگاپاسکال تحت مقادیر متفاوت فشار محصورشدگی 



67 سال نهم، شماره1، شماره پیاپی17، بهار و تابستان 1403

‌kg/m3

1-7 فشار دو محوره
کوپفر10]43[ آزمایشات فشاری دومحوره را بر روی بتن معمولی و بتن با مقاومت بالا انجام داد. در طی انجام این آزمایشات نمونه‌های 
بتنی در دو راستا و با نسبت معین بارگذاری شدند. پارامترهای مربوط به مصالح بتنی بر اساس مطالعه تجربی مذکور به شرح ذیل است:

مقاومت فشاری برابر با 27/6 مگاپاسکال بوده که برای نسبت‌های بارگذاری 1:1 و 1:0/52 تحت شرایط آزمایشگاهی کوپفر و یا هر 
دو حالت بارگذاری فشاری و کششی به دست آمده است. شکل 11 منحنی‌های تنش-کرنش بتن با مقاومت فشاری 27/6 مگاپاسکال 
تحت مقادیر متفاوت فشار محصورشدگی را نشان می‌دهد. براساس نتایج حاصل اگرچه تحت شرایط فشار دو محوره برای بتن با مقدار 
مقاومت متفاوت حداکثر تنش و کرنش متناظر آن با افزایش مقاومت بتن افزایش می‌یابد، بخش نرم شونده بتن با مقاومت بالا سریعتر 

تنزل یافته و لذا نتایج شبیه سازی شده مطابقت قابل قبولی با نتایج تجربی دارند. 

2-7 فشار سه محوره
گرین و سوانسون]44[ به انجام آزمایشات فشار سه محوره بر روی بتن معمولی و بتن با مقاومت بالا پرداختند. پارامترهای مصالح 

بتنی در مدل با توجه به نتایج تجربی به شرح ذیل آزموده شده است:
مدول یانگ )Eitm( برابر با 104×3/7 مگاپاسکال و مقاومت فشاری و کششی نیز به ترتیب برابر با 48/4 و 4/8 مگاپاسکال می‌باشد. 

همچنین نتایج تجربی تحت سه مقدار متفاوت برای فشار محصور شدگی عبارت است از:

 شکل 12 بیانگر منحنی‌های تنش-کرنش بتن با مقاومت فشاری 48/4 مگاپاسکال تحت اثر سه مقدار متفاوت فشار محصورشوندگی 
می‌باشد. عمران و پانتازوپولو]45,46[ آزمایشات فشار سه محوره را بر روی بتن معمولی و با مقاومت بالا انجام دادند. پارامترهای 

مربوط به مصالح بتنی براساس مطالعه تجربی آن‌ها عبارت است از:
مدول یانگ )Eitm( برابر با 104×3/7 مگاپاسکال، مقاومت فشاری و کششی به ترتیب برابر با 28/6 و 2/86 مگاپاسکال است. از طرفی 

نتایج تجربی تحت مقادیر متفاوت فشار محصور شدگی برابر است با:

شکل 13 منحنی‌های تنش-کرنش بتن با مقاومت فشاری برابر با 48/4 مگاپاسکال را تحت مقادیر متفاوت فشار محصورشوندگی نشان 
می‌دهد. نتایج مشابه با نتایج آزمایشگاهی بوده و دارای تطابق مناسبی است. بنابراین اشکال 12 و 13 به‌طور کلی حاکی از سازگاری مناسب 
نتایج شبیه سازی شده با نتایج تجربی است. مشخص شد که با افزایش فشار محدود، مقاومت حداکثر بتن و مقدار کرنش متناظر با آن افزایش 
می‌یابد. همچنین اثر نرم شوندگی کاهش یافته و روند نزولی منحنی تنش-کرنش، آهسته می‌گردد. مقایسه تنش و کرنش متناظر با بتن 

معمولی و مقاومت بالا تحت فشار سه محوره بیان میدارد که اثر نرم شوندگی در نمونه‌های بتنی تحت فشار محدود کننده ضعیفتر است. 
 10 Tanigao
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شکل 13: منحنی‌های تنش-کرنش بتن با مقاومت فشاری 48/4 مگاپاسکال تحت مقادیر متفاوت فشار محصورشوندگی 

شکل 14: منحنی‌های تنش-کرنش بتن با مقاومت فشاری 28/6 مگاپاسکال تحت مقادیر متفاوت فشار محصورشوندگی 



69 سال نهم، شماره1، شماره پیاپی17، بهار و تابستان 1403

‌kg/m3

8- نتایج 
در پژوهش حاضر یک تابع پتانسیل جدید با قابلیت استفاده از قانون مشخصه برای گروه وسیعی از مصالح شکل‌پذیر، ترد و حساس 
به فشار پیشنهاد شد. تابع پتانسیل مذکور احتمال تبدیل اغلب فرم‌های سطح تسلیم مرتبط و موجود برای مصالح نیمه ترد )بتن( و 
مواد شکل‌پذیر )فولاد( را فراهم می‌آورد. چهارچوب مطالعه حاضر بر پایه ترکیب پلاستیسیته مبتنی بر تنش، مکانیک‌های شکست 
و تئوری آسیب جهت مدل‌سازی رفتار نیمه ترد استوار است. مدل پیشنهادی برای استفاده به‌منظور تحلیل‌های سازه‌ای پیشرفته 
سازه‌های بتنی بهینه و کاربرد و میزان تطبیق مدل مشخصه پیشنهادی با نتایج تجربی ارائه شده توسط سایر محققان، صحت سنجی 

شد و اهم نتایج به شرح زیر است: 
تابع پتانسیل جدید توسعه یافته برای مواد نیمه ترد با ماتریس‌های حساس نسبت به فشار تحت هر دو تنش هیدرواستاتیک فشاری 
و کششی معتبر است. این تابع را می‌توان جهت تشکیل یک قانون مشخصه برای مواد نیمه ترد براساس یک نظریه آسیب- شکست 

الاستو پلاستیک و مبتنی بر ترمودینامیک به کار برد. 
ترکیب پلاستیسیته مبتنی بر تنش با فرمولاسیون شکست و تئوری آسیب به اندازه کافی برای پیش بینی رفتار بتن در محدوده 

وسیعی از حالات بارگذاری فشار تک محوره، دو محوره و کشش- فشار سه محوره مناسب می‌باشد. 
مدل مشخصه به اندازه کافی برای کاربردهای سازهای سه بعدی مناسب بوده و به نظر می‌رسد از توانایی بالایی برای پیش‌بینی 

منطقی پاسخ تیرها، دیوارها و ستونهای بتنی و دیگر المانهای نیمه ترد تحت بارگذاری‌های چرخه‌ای برخوردار است. 
مدل آسیب- شکست الاستوپلاستیک برای کاهش سختی ناشی از بارگذاری فشاری یا کششی قبلی به میزان اندک موفق می‌باشد. 
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